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The paper presents an application of a Stein tvo-stage procedure to

an analysis of variance with unequal variances This procedure gives an
exact test independent of unknown variances vwith controllable powvwer and in
the case of multiple comparisons gives confidence intervals of

controllable length. Properties of the tesl are presented and illustrated
by a numerical example.

1. WSTEP

Procedury testowe klasycznej analizy wa}iancji oparte sa na zaloZeniu
normalnos$ci, niezaleZnosci i réwnosci wariancji bledéw. Badania odpornosci
testu F wykazuj3, 2e odchylenia od normalnosci maja niewielki wplyw na
poprawnos¢ wnioskowania o nieznanych $rednich, natomiast odchylenia od
niezaleznosci lub réwnosci wariancji wptywaja do$é¢ znacznie na poprawnos$dé
wnioskowania, szczegdélnie w przypadku niejednakowych liczebno$ci préb.

w przypadku niejednakowych wariancji nie istnieje procedura
Jjednostopniowa wielokrotnych pordwnafi niezalezna od nieznanych wariancji.
Istnieja jedynie pewne przybliZone metody, ktérych obszerny przeglad mozZna
znalez¢ w pracach Hochberga (1976) i Tamhane (1979). Z drugiej strony
nalezy stwierdzié¢, zZe jesli nawet zalozZenie o rownoseci wariancji jest
speinione, to moc testu F :alezy od nieznanej wspolnej wariancji, co
utrudnia odpowiednie zaplanowanie eksperymentu.

W pracy przedstawiono dwustopniowa procedure analizy Har{ancji

prowadzgcya de dokladnego testu, ktérego moc nie zalezy od nieznanych

Stowa kluczowe: analiza wariancgi, nieréwne warviancje, kontrolowana moc,
2 wielokrotne porownania, przedzialy ufnosci o stalej
dlugosci .
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wariancji i jest kontrolowana. W przypadku natomiast wielokrotnych
poréwnanh realizowane s3 one poprzez konstrukcje prz%pzialéw ufnosci,
ktérych dlugo$ci s3g niezaleZne od nieznanych wariancji i nie przekraczajj
z gbry zadanej wielkosci.

Procedure dwustopniow3 wprowadzil! po raz pierwszy Stein (1945)
przyjmujgc zalozenie o roéwnosci wariancji. Bishop i Dudewicz (1978),
(1981) uogdélnili te procedure na przypadek nieréwnych wariancji, a poza
tym pokazali jej zastosowanie w wielozmiennej analizie wariancji. Hochberg
(1975) i Bishop (1979) wykorzystali te wuogélniong procedure przy
wielokrotnych poréwnaniach, natomiast w ogélnym modelu liniowym zastosowal
ja Bishop (1978). W wielowymiarowej analizie wariancji zastosowanie te)
procedury pokazal Saborowski (1983).

2. PROCEDURA TESTOWA

Model klasyfikacji jednokierunkowej moZna przedstawié¢ nastepujjco :

xij = eij (i=1,2,...,k; j=1,2,...), . (1)
gdzie ”i Jest nieznang <$rednig i-tej populacji, natomiast eij s3
niezaleznymi zmiennymi losowymi, o ktérych zaklada sie, zZe eij N(O,ci),

gdzig oi>0 s3 nieznane. Brak gérnej granicy dla wskaznika j w opisie
modelu (1) oznacza, Ze z kazdej populacji mozZna pobraé prébe o dowolnie
duzej, skoliczonej liczebnosci. Celem jest weryfikacja hipotezy Ho o
réwnosci k Srednich populacyjnch ”i'

Ho = "1 = "2 2 .. = ”k'

Dwustopniowa procedura prowadz3aca do weryfikacji powyzszej hipotezy Ho
przebiega w nastepujacy sposoéb.

Krok 1. Eksperymentator pobiera wstepne ng (22) elementowe probki
losowe z kazdej populacji. Na podstawie uzyskanych obserwacji oblicza sie

z kazdej prébki nieobcigzZone oceny nieznanych wariancji 02

i?

 y s
J=

2 2 = .2
s = Z‘l’(xij— X )%/(n - 1) (R21,20e sbak) w1
L n
gdzie Xi = igj xij

probek losowych wed!ug nastepujacego wzoru:

/no. Nastepnie wyznacza wymagang liczebnos$é kazdej z

N, = max{n_+ 1, [s2/2] + 1} , (a=1% 2tk e (2)

gdzie z>0 Jjest uprzednio wybrang stala (sposéb wyboru z bedzie
przedstawiony pézZniej), natomiast symbol [a] oznacza najwiekszg liczbe
catkowita mniejsz3g od liczby rzeczywistej a.

Krok 2. Eksperymentator pobiera dodatkowo Ni- n, obserwacji z
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kazdej populacji. Na podstawie Ni elementowych prébek oblicza uogélnione

Srednie prébkowe Xi wediug wzoru podanego przez Steina (1945)

i. = zia. Xabz
F i j=1 S I s |

(i=15245:¢05k)' ., (3)

gdzie Bij speiniajg warunki :

Przy wyznaczaniu $rednich Xi mozna wykorzysta¢ wspélczynniki aij
zaproponowane przez Bishopa i Dudewicza (1978) okred$lone nastepujaco:

8,1 8,9 % v = aino = [1- (Ni-no)bi]/no .
Sin 41 Tt T apy TRy
= {1+ In (N;z - s2)/(N-n)s21 V2N,

Do weryfikacji hipotezy l-lo stosuje sie¢ teraz statystyke testowsg

F= L (x;-%x 122 ,
i=1 5

gdzie X. = 2:_1Xl/k . Wybér statystyki testowej jest uzasadniony
interpretacj3 statej z. Mianowicie, z odgrywa taka samg role jak GZ/N w
analizie wariancji 2ze znanymi i réwnymi wariancjami biedow 02 oraz z
réwnymi liczebnofciami préb N. W przypadku tym uZywa sie statystyki
testowej 12 hedacej funkcja Jjedynie $rednich prébkewych oraz aglN.
Statystyka testowa F ma doktadnie te sam3 postaé z tym, 2Ze Srednie

prébkowe zastgpione s3 przez uogélnlone $rednie xi a n /N przez z.

Hipoteza Ho zostaje odrzucona na poziomie istotnosci a wtedy i
tylko wtedy, gdy
- ~a
F > Fk,n =

gdzie F:,n Jest okreslone nastepujjaco
o
(F > F¢

& k,no

Ho ) i a (4)
Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej rozklad prawdopodobienistwa
statystyki testoweJ ; Jjest taki sam jak rozklad zmiennej losowej
Qo = z: (8" —t) gdzie i' i=1,2,...,k, s83 niezaleZnymi zmiennymi
losowymi o 1dentycznych rozkladach t-Studenta z ng -1 stopniami swobody, a
t = l/kzt_’ i lygasnosé ta wynika stad, ze kazda zmienna losowa

Yorkiz (Xj—ui)/z

zostalo wykazane przez Steina (1945), jak réwniez przez Zacksa (1971) oraz

ma rozkiad t-Studenta z no-l stopniami swobody, co

Ghosha (1975). A zatem statystyka F ma taki sam rozktad jak zmienna
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losowa

1/a,2

k 5
Q= T lt,-E+ (u-i)/z % : (5)

i=1

a przy zatozZeniu prawdziwosci hipotez{ zerowej, zgodnie 2z ktéra ”i = ﬂ
dla i=1,2,...,k, rozktady statystyki F i zmiennej losowej Qo s3 takie
same.

Z postaci rozktadu zmiennej losowej a wynika, Ze zaréwno rozkiad
statystyki testowej ; Jak i moc testu nie zalez3 od nieznanych wariancji

of . Ponadto, co zostalo wykazane np. w pracy Bishopa i Dudewicza (1981),
moc testu jest kontrolowana poprzez dobér stalej z. Mianowicie, jezeli
”i »” ﬂ dla pewnego i=1,2,...,k, wtedy

a

1180 P(F > Fir

o= T,

W oparciu o rozktad zmiennej losowej @Q okreélonej wzorem (5) mozna tak
dobraé¢ stata z, 2ze dla zadanej alternatywy okreslonej poprzez wektor
(Hysbgreensm) = (My#ty+.. 1), moc testu bedzie réwna z géry zadanej
wartosci B8, czyli takie =z, Ze

P(Q)E‘:n)=8. (6)
iy

Procedury dokladnego wyznaczania dystrybuant oraz kwantyli rozkiadéw
zmiennych losowych Q i Qo nie s3 dotychczas znane. Natomiast znanych jest
kilka aproksymacji rozkladu zmiennej losowej Qo, ktéryych przeglad mozna
znalez¢ w pracy Bishopa i in. (1978). Hochberg (1975) zaproponowat
aproksymacje rozkidu zmiennej losowej Qo rozktadem zmiennej losowej lFl'.,
gdzie Fl.- Jjest zmienna losowa o centralnym rozkiadzie F Snedecora z 1

i m stopniami swobody, przy czym 1 i m s3 tak dobrane, ze

E(Q,) = E(IF, ) oraz E(Q}) = EL(IF, »%1 .

Bishop i Dudewicz (1978) przedstawili aproksymacje rozkiadu zmiennej
losowej Q rozkladem zmiennej losowej_

k
[(n,-1)/(n -3)12Z_ (A) , gdzie & = iz=:1(ui-m2/z J

ktéra dla A=0 Jjest nieco mniej dokiadna od aproksymacji Hochberga, ale
Jest bardziej ogélna i wygodniejsza w uzyciu. W przypadku zastosowania tej
aproksymacji moZna tak dobieraé¢ stala z, Zeby moc testu Byia réwna # dla
alternatyw takich, ze

k -2
L(u-m“=8>0 .
i=1

Statla z wyznacza sie wtedy w oparciu o wzér (6) postugujac sie np.
tablicg 25 ze zbioru Pearsona i Hartleya (1972).
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3. WIELOKROTNE POROWNANIA

Dla modelu (1) moZna wyprowadzié jednoczesne przedzialy ufnosci o z
géry zadanej diugosci dla wszystkich kontrastéw stosujac dwustopniowa
procédure pobierania préby opisang w czesci pierwszej. Na podstawie prac
Hochberga (1975) oraz Bishopa (1979) rodzina co najmniej 100(1-a)%
Jednoczesnych przedziatéw ufnosci typu Scheffe 'go dla wszystkich

kontrastow 2‘: cjH; ma postad

ks Torc AN K
{_);lcixi L R Whe, ivsoipp) R 1 Te . =i0 } ,
1= = =

i=1 o i=1
gdzie )(i 5 1 F:' He okreslone s3 wzorami (3) i (4). Dla zapewnienia
’
o

zadanej diugosci 2d przedziatu ufnodci dla kontrastu zl c,u - statag z

2 2 ~a e 2
dobiera sie tak, zeby d° = z Z‘;_xci Fk

yn

W ' przypadku poréwnywania Srednic(l)\ parami moZna postuzyé sie
Jednoczesnymi przedziatami ufnod$ci typu Tukey’a. Rodzina 100(1-a)%
Jednoczesnych przedzialéw ufnosci dla wszystkich réznic par srednich
”i-"j Jjest nastepujaca:

XX, + 68 2t L asiqsk ),
’ o '

gdzie gk.n -1 jest (l-a)-tym kwantylem rozktadu gk rozstepu k
o

,n =1
o
niezaleznych zmiennych losowych o rozkiadach t-Studenta z no—l stopniami

swobody. Tablice wartosci g: o by podal Hochberg (1976a), natomiast
Ckan

Wilcox (1983) =zamies$cil ich rozszerzong wersje oraz wskazal na dobrga

aproksymacje rozkiadu zmiennej losowej gk e i odpowiednim rozkiadem
’
o
studentyzowanego rozstepu (definicja, tablice patrz np. Miller 1966). Dla
zadanej z gory diugos$ci przedzialéw ufnos$ci réwnej 2d stalg z nalezy

dobraé¢ tak, zeby z = (gk o _1)2/d2.
’
o

Rodziny jednoczesnych przedziatéw ufnosci dla wszystkich funkcji
liniowych )::.1
oparciu o prace Hochberga (1976) - przedziaty typu Tukeya, oraz prace

Tamhane (1977) - przedzialy typu Scheffe'go.

li”i’ gdzie (11,1,,...,1k)"‘ Rk, mozna skonstruowaé¢ w

4. WLASNOSCI PROCEDURY

Liczebnosci préb Ni pobieranych z poszczegdlnych k populacji s3g,
Jak to wynika ze wzoru (2), zmiennymi losowymi, ktérych rozkiady
prawdopodobienistwa zaleza od liczebnos$ci préb wstepnych n.s od stalej z
oraz od nieznanych wariancji. Wzory umozliwiajace wyznaczenie rozkladu

prawdopodobienstwa oraz wartosci oczekiwanej koficowej liczebnosci préby N
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podat Stein (1945). Moshman (1958) na podstawie wzoréw Steina zaproponowatl
metode doboru liczebnosci préby wstepnej n, opartg na uwzglednieniu
wpil ywu n_ na wartos¢ oczekiwang konhcowej liczebnos$ci préby E(N). oraz na
rozproszenie zmiennej losowej N mierzone najmniejsza liczba catkowitg N
taka, ze P(N:Np) 2z p, dla réznych wartosci Z, 02 oraz p. Cchen ;
Sackrowitz (1984) przedstawili metode doboru- n, dla réznych wartosci o
w oparciu o ryzyko uwzgledniajace koszt pobrania obserwacji. W przypadku
br;ku informacji a priori o 02 mozZna przyjaé na podstawie powyzszych prac
oraz pracy Bishopa i Dudewicza (1981), 2ze najbardziej odpowiednia
liczebnos$¢ préby wstepnej powinna wynosié co najmniej 15, 2zwlaszca gdy
wariancja 02 nie jest zbyt mata.

Bishop i Dudewicz (1981) pokazali, Ze procedura ta moze byé stosowana
w przypadku nieréwnych wariancji af, Jak réwniez w przypadku, gdy
wariancje s3 réwne, pordwnujac ja numerycznie z odpowiednimi procedurami
jednostopniowymi. Stwierdzili réwniez, 2ze dwustopniowe pobieranie proby
Jjest mniej efektywne od metod sekwencyjnch w sensie konicowej liczebnosci
préby, ale procedury sekwencyjne nie zapewniaja np._uzyskania przedgialu
ufnos$ci o zadanej dltugosci i na doktadnie okre$lonym poziomie istotnosci.
Ponadto, w praktyce, mozliwosci stosowania procedur sekwencyjnych s3
bardziej ograniczone.

Ramkaran (1983) badajac dwustopniowe procedury typu Steina wykazatl

ich odporno$¢ na umiarkowane odstepstwa od zaloZenia normalnogci.

5. PRZYKLAD

Celem eksperymentu bylo poréwnanie srednich wysokosci czterech odmian

2zyta w koricowej fazie wzrostu, tzn. weryfikacja hipotezy

Z powodu PiemozliHOSCi przyjecia zaloZenia o rownosci wariancji

zdecydowano sie na uzZycie procedury dwustopniowej, przyjmujac poziom

istotnosci a = 0,05 oraz liczebnosé préby wstepnej n = 15%
Eksperymentator zdecydowai ponadto, 2e w przypadku niespelnienia "o'
mierzonego wielkos$cijg o = Z:_‘(ui-ﬁ)z : 1, moc testu 8 winna wynosié¢ co

najmniej 0,9. Oznacza to, 2ze gdyby zr6znicowanie prawdziwych sSrednich
wysokosci, mierzone wielkoscia &, bylo wieksze niz 1, wtedy
prawdopodobiennstwo odrzucenia hipotezy H° bytoby réwne co najmniej 0,9.
Stata =z odpowiadqgaca_przyjetym zalozZeniom wynosi 0,06 natomiast wartosdé
krytyczna testu F::?g = 9,75. Wartosci te zostaly odczytane 2z tablic
Bishopa i Dudewicza (1978) dla 8 = 0,896.

Eksperyment przebiegal! w nastepujacy sposéb.

W pierwszym etapie pobrano losowo po 15 ro€lin kazdej odmiany sposréd
duzej liczby ro$lin rosngcych na czterech poletkach. Zmierzono ich



wysokos$ci z dokiadnos$cig do jednego milimetra i wyznaczono liczebnosci Ni
ze wzoru (2).

W drugim etapie pobrano losowo z kazdego poletka odpowiednio Ni—n
roslin i zmierzono ich wysokosci.

o

Uzyskane wartosci Ni' sf, a;, bi oraz Xi przedstawia ponizsza
tabela:
i N szldcnzl a b i [dem]
i i i i i
1 60 3,594 0,01545 0,01707 14,871
2 73 4,337 0,01102 0,01439 14,874
3 29 1,695 0,02905 0,04030 13,648
4 31 1,851 0,02991 0,03444 11,703
Wartos¢ statystyki testowej F wyniosla 111,9696, a zatem hipoteza N“

zostala odrzucona. Po odrzuceniu hipotezy zerowej dla wybranych kontrastow
zostaly wyznaczone jednoczesne przedzialy ufnosci typu Scheffe'go. W celu
wskazania, ktdére <rednie roznia sie istotnie przedziaty ;e zostaly
wyvzznaczone na podstawie tej samej prébyv i dla tych samych wartosci
parametrow z oraz a. Kontrasty oraz uzvskane dla nich przedzialy

ufnosci podane s3 ponizej.

”l + ”2 = g Hy (2,864 ; 5,924)
By - ”2 (-1,085 ; 1,078)
By - Hg (0,141 ; 2,305)
Hy = My (0,863 ; 3,026) .

Przykiad zostal opracowany na podstawie danych zebranych w Ogrodzie
Botanicznym PAN.
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